UnipaDE

Modelos probabilisticos
mais comuns

Ot

Nesta Unidade vocé conhecera os modelos
probabilisticos mais importantes para variaveis
aleatorias discretas e continuas e aprendera a
identificar as situacdes reais em que eles podem ser
usados para o calculo de probabilidades e a

importancia disso para o administrador.







Modelos Probabilisticos para Variaveis
Aleatorias Discretas
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Nas Unidades 5 e 6 vimos os conceitos gerais de
Probabilidade e Variaveis Aleatorias: podemos cons-
truir um modelo probabilistico do zero para um pro-
blema de administracao, a partir de dados histori-
COS ou experimentais.

Embora plenamente possivel, o processo de cons-
trucao de um modelo probabilistico do zero pode
ser bastante longo: é preciso coletar os dados (ver
Unidades 1 e 2), fazer a analise exploratoéria deles
(ver Unidades 3 e 4), obter as probabilidades e
validar o modelo. Mesmo tomando todos os cuida-
dos, muitas vezes iremos reinventar a roda, e cor-
rendo o risco de ela sair quadrada...

Por que nao usar os conhecimentos prévios desen-

volvidos ao longo de centenas de anos de pesqui-
sa e experimentacao? Vamos procurar, dentre os
varios modelos probabilisticos existentes aquele
mais apropriado para o fendmeno que estamos es-
tudando, que é materializado através de variaveis
aleatérias.

Através da analise exploratéria de dados podemos
avaliar qual modelo é mais apropriado para 0s nos-
sos dados. Contudo, para fazer isso precisamos
conhecer tais modelos.

Nesta Unidade vamos estudar os modelos mais
usados para variaveis aleatorias discretas (binomial Varidvel aleatéria — ¢
e Poisson), e para variaveis aleatérias continuas uma funcao matematica que

(uniforme, normal, t e quiquadrado) associa nameros reals 205
! ! ' resultados de um Espaco

Amostral, por sua vez vin-
culado a um Experimento

Aqui ¢ importante avaliar com cuidado a yariavel aleatéria dis- Aleatério. Fonte: Barbetta,
Reis e Bornia (2008).

creta.
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E preciso identificar se o Espaco Amostral ¢ finito ou

infinito numeravel alguns modelos sao apropriados para um caso

e nao para o outro.

Vamos ver os dois modelos mais importantes:
binomial e Poisson
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Espago Amostral finito Modelo binomial

— é aquele formado por um
nUmero limitado de resul-
tados possiveis. Fonte:

Barbetta, Reis e Bornia Seja um Experimento Aleatério qualquer que apresenta as se-
(2008). —

guintes caracteristicas:
Espago Amostral infini-

to numerével - é aquele

formado por um nimero ind ® consiste na realizacao de um numero finito e conhecido n
finito de resultados, mas de ensaios (ou repeticoes);

que podem ser listados.

Fonte: Barbetta, Reis & ® cada um dos ensaios tem apenas dois resultados possiveis:
Bornia (2008). “sucesso” ou “fracasso” (estao entre aspas porque a defi-

nicdo de sucesso nao quer necessariamente algo “positi-
vo”, e também porque podera incluir significar um grupo

Experimento Aleatério — de resultados); e
€ um processo de obtencao
de um resultado ou medida

que apresenta as seguintes babilidades de “sucesso” (p) e de “fracasso” (1-p) cons-
caracteristicas: nao se pode

® 0s ensaios sao independentes entre si, apresentando pro-

tantes.
afirmar, antes de realizar o
experimento, qual sera o
. /. [13 ”
resultado de uma realiza- Neste caso estamos interessados no numero de “sucessos” ob-
gao, mas & possivel deter- tidos nos n ensaios: como o Espago Amostral é finito (vai de 0 a n)

minar o conjunto de resul-
tados possiveis; quando é
realizado um grande ndme- mento é chamado de Binomial.
ro de vezes (replicado) apre-
sentara uma regularidade
que permitird construir um

uma variavel aleatéria associada seria discreta. Este tipo de experi-

Entéo, a variavel aleatéria discreta X, nimero de “sucessos”

nos n ensaios, apresenta uma distribuicao (modelo) binomial com os

modelo probabilistico para seguintes parametros:
analisar o experimento.
Fonte: adaptado pelo autor n = numero de ensaios; e

de Lopes (1999).

p = probabilidade de “sucesso”.

Varidvel aleatéria dis-
creta — o Espaco Amostral

ao qual ela esté associada é
finito ou infinito numeravel., des de um determinado nimero de sucessos, bem como obter o Valor

Fonte: Barbetta, Reis e Esperado e a Variancia da variavel X:
Bornia (2008).

Com esses dois parametros é possivel calcular as probabilida-
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EX)=nxp V(X)=nxpx(1-p)

Exemplo 1 — Experimentos binomiais:

a) Observar o nimero de caras em 3 lancamentos imparciais
de uma moeda honesta: n=3; p=0,5.

b) Observar o nimero de meninos nascidos em 3 partos de
uma familia: n=3; p = x.

c) Observar o nimero de componentes defeituosos em uma
amostra de 10 componentes de um grande nimero de pe-
cas que apresentaram anteriormente 10% de defeituosos:
n = 10; p=0,1.

Vamos ver com maiores detalhes o caso do niimero de meni-
nos (e meninas) nascidos em uma familia. Chamando menino de even-
to H, serd o “sucesso”, e menina de evento M, e sabendo pela histéria
da familia que P(H) = 0,52 e P(M) = 0,48 (entdao p = 0,52 e
1-p = 0,48), quais serdo as probabilidades obtidas para a variavel
aleatéria nimero de meninos em 3 nascimentos? Vamos obter a dis-
tribuicdo de probabilidades.

Resolvendo usando os conceitos gerais de probabilidade é pre-
ciso primeiramente determinar o Espaco Amostral, como poderao ser
os sexos das 3 criancas:

= {H~hH~H, H~nH~M, HhnMnH, MnHnH, HhMnM,
Mn~HNM, MnMnH, MNnMnM}.

Supondo que os nascimentos sejam independentes, podemos
calcular as probabilidades de cada interseccao simplesmente multipli-
cando as probabilidades individuais de seus componentes:

P{HNHNH} = P(H) x P(H) x PH) =px px p = p®

(
P{H~NH~M} = P(H) x P(H) x PM) =px px (1-p) =p?x (1 -p)
P{HNMnH} = P( 1-p)
P{MNHNH} = P(M) x PH) x PH)=(1-p)x px p=p?x (1-p)

)
) x P( (M)

H) x PM) x P(H) =px (1-p) x p=p?x
) x P( (H)

(

(

(
px (I-p)x (1-p)=px (1-p

(

(

(

P{H~M~M} = P(H) x P(M) x P(M) = 2
P{M~H~M} = P(M) x P(H) x P(M) = (1-p) x px (1- p) px (1-pp
P{M~M~H} = P(M) x P(M) x P(H) = (1-p) x (1-=p)x p=p x (1-p)2
P{MnM~M} = P(M) x P(M) x P(M) = (1-p) x (1-p) x ( p) = (1-p)°

Periodo 3
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Em qualquer livro de
matematica do ensino
médio é possivel en-
contrar a definicao e os
exemplos de combina-
¢coes.
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Observe que:

P{HAH~M} = P{HAMnH} = P{MnHNH} = p?x(1 - p) = Probabi-
lidade de 2 “sucessos”.
P{HAM~M} = P{MnH~M} = P{M~MnH} = p x(1 - p)? = Proba-
bilidade de 1 “sucesso”.

Importa apenas a “natureza” dos sucessos, nao a ordem em
que ocorrem: com a utilizacdo de combinacoes. é possivel obter o
numero de resultados iguais para cada niimero de sucessos. Supondo
que o nimero de ensaios n é o nimero de “objetos” disponiveis, e que
o nimero de “sucessos” em que estamos interessados (doravante cha-
mado k) é o nimero de “espacos” onde colocar os objetos (um objeto
por espago), o nimero de resultados iguais sera:

|
C.=—02 .
T kIx(n—k)!

Para o caso acima, em que ha 3 ensaios (n =3):

I
® para 2 sucessos (k =2) C,, = L=3 (o mesmo resul-
“ 21x(3-2)!
tado obtido por enumeracao); e
[
® para 1 sucesso (k =1) C;, = L: 3 (o mesmo resulta-
T Ux(3-1!

do obtido por enumeragao).

O procedimento acima poderia ser feito para quaisquer valo-
res de n e k (desde que n > k), permitindo obter uma expressao geral
para calcular a probabilidade associada a um resultado qualquer.

A probabilidade de uma variavel aleatéria discreta X, nimero
de sucessos em n ensaios, com distribuicao binomial de parametros n
e p, assumir um certo valor k (0 < k < n) sera:

P(X = ) = C,,.x " (L - p)™ onde C,, = s

E importante lembrar que a probabilidade de ocorrer k suces-
sos ¢ igual a probabilidade de ocorrer n - k fracassos, e que todos os
axiomas e propriedades de probabilidade continuam vélidos.

Neste segundo exemplo, admitamos que a probabilidade de que
companhia nao entregue seus produtos no prazo ¢ igual a 18%. Quais
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sao as probabilidades de que em 3 entregas 1, 2 ou todas as 3 entre-
gas sejam feitas no prazo. Calcular também valor esperado, variancia
e desvio padrao do nimero de entregas no prazo.

Para cada entrega (“ensaio”) ha apenas dois resultados: no prazo
ou nao. Ha um ndmero limitado de realizagoes, n = 3. Definindo “su-
cesso” como no prazo, e supondo as operagOes independentes, a vari-
avel aleatéria X, nimero de entregas no prazo em 3 tera distribuicao
binomial com paradmetros

n=3ep=0,82(el1-p=0,18).

Entao:
|
P(X =0) =C,,x082°x(0,18)° = 8! x 032 x (0,18)* = 0,006
’ 0!x(3-0)!
|
P(X =1)=C,, x0821x (0,18)* = 3! x 0,821x (0,18)? = 0,080
’ 1x(3-1)!
|
P(X =2)=C,,x0,822x (018)' = Lx 0,822x(0,18)1=0,363
‘ 2x(3-2)!
|
P(X =3)=C,,x0823x (018)° = Lx 0,823x (0,18)° = 0551
' 3Ix(3-3)!

Somando todas as probabilidades o resultado é igual a 1,
como teria que ser. O Valor Esperado, Variancia e o Desvio Padrao
serao:

E(X) =nxp =3 x0,82 = 2,46 entregas.
V(X)n xp x (1-p) =3 x 0,82 x 0,18 = 0,4428 entregas?.
o(X) =\/V(X) =«/0,4428 = 0,665 entregas.

A média é quase igual ao nimero de operacoes devido a alta
probabilidade de sucesso.

Mas, e se o Espago Amostral fosse infinito
numeravel? Teriamos que usar o modelo de Poisson. ,
Vocé conhece este modelo? Sabe como tirar pro-
veito de suas facilidades? Vamos estudar juntos
para aprender ou para relembrar!

Periodo 3
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Lembre-se que a soma
das probabilidades de
todos os eventos que
compdéem o Espaco
Amostral é igual a 1. E
que 0! = 1, e que um
numero diferente de O
elevado a zero é igual a
1.
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Apesar do simbolot, 0
perfodo continuo ndo é
necessariamente um
intervalo de tempo.

174

Modelo de Poisson

Vamos supor um experimento binomial, com apenas dois re-
sultados possiveis, mas com a seguinte caracteristica: apesar da pro-
babilidade p ser constante o valor de n teoricamente é infinito.

Na situacao acima o modelo binomial ndao podera ser utiliza-
do. Nestes casos deve ser utilizado o modelo de Poisson.

Como seria a solugao para o caso acima?

Como n é “infinito” deve-se fazer a andlise das ocorréncias em
um periodo continuo (de tempo, de espaco, entre outros) subdividido
em um certo nimero de subintervalos (nimero tal que a probabilida-
de de existir mais de uma ocorréncia em uma subdivisao é desprezi-
vel, e supondo ainda que as ocorréncias em subdivisdes diferentes
sao independentes); novamente é preciso trabalhar com uma quanti-
dade constante que serd chamada de m também:

m=Axt,

onde A é uma taxa de ocorréncia do evento em um periodo continuo
(igual ou diferente do periodo sob andlise), e t é justamente o periodo
continuo sob andlise.

Como obter a taxa A? Ha duas opcoes: realizar um nimero
suficiente de testes de laboratério para obter a taxa de ocorréncia do
evento a partir dos resultados, ou observar dados histéricos e calcular
a taxa.

Se uma variavel aleatéria discreta X, nimero de ocorréncias
de um evento, segue a distribuicao de Poisson, a probabilidade de X
assumir um valor k sera:

-m k

mxzm=37§1-

Onde e é uma constante: e =2,71. Em =n x pou A x t.

Uma particularidade interessante da distribuicao de Poisson é
que o Valor Esperado e a Variancia de uma variavel aleatéria que siga
tal distribuicao serao iguais:

E(X) =m=Axt
V(X)=m=Axt

Curso de Graduagdo em Administracdo, modalidade a distancia



O Modelo de Poisson é muito utilizado para modelar fenéme-
nos envolvendo filas: filas de banco, filas de mensagens em um servi-
dor, filas de automodveis em um cruzamento.

Vejamos neste exemplo os experimentos e fenémenos que se-
guem a distribuicdo de Poisson:
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a) Nimero mensal de acidentes de trafego em um cruzamento.
Observe que é uma variavel aleatdria discreta, pode assu-

mir apenas valores inteiros (0, 1, 2, 3,...). Cada realizacao
do “experimento” (acidente) pode ter apenas dois resulta-
dos: ocorre o acidente ou ndo ocorre o acidente. Mas, o
nimero maximo de realizagoes é desconhecido! Assim, a
distribuicdo binomial ndo pode ser usada, e a analise do
numero de acidentes precisa ser feita em um periodo con-
tinuo (no caso, periodo de tempo: 1 més), exigindo o uso
da distribuicao de Poisson.

b) Nimero de itens defeituosos produzidos por hora em uma
industria.
Novamente, uma variavel aleatéria discreta (valores intei-
ros: 0,1, 2, 3, ...), cada realizacao sé pode ter dois resulta-
dos possiveis (peca sem defeito ou peca defeituosa). Se o
nimero maximo de realizacoes for conhecido, provavelmen-
te a probabilidade de uma peca ser defeituosa seréd reduzi-
da e apesar de ser possivel a utilizacao da distribuicao
binomial o uso da distribuicao de Poisson obtera resulta-
dos muitos préximos. Se o nimero méaximo de realizagoes
for desconhecido a distribuicao binomial nao pode ser usa-
da, e a andlise do nimero de acidentes precisa ser feita em
um periodo continuo (no caso, periodo de tempo: 1 hora),
exigindo o uso da distribuicao de Poisson.

c) Desintegracao dos ntcleos de substancias radioativas: con-

tagem do nimero de pulsacoes radioativas a intervalos de
tempo fixos.
Situacao semelhante a dos acidentes em um cruzamento,
s6 que o “grau de aleatoriedade” deste experimento é mui-
to maior. O nimero méaximo de pulsacbes também é des-
conhecido, obrigando a realizar a andlise em um periodo
continuo, utilizando a distribuicao de Poisson.

Periodo 3 17-5



Neste exemplo uma telefonista recebe cerca de 0,20 chamadas
por minuto (valor obtido de medicdes anteriores).

a) Qual é a probabilidade de receber exatamente 5 chama-
das nos primeiros 10 minutos?

b) Qual é a probabilidade de receber até 2 chamadas nos
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primeiros 12 minutos?

¢) Qual é o desvio padrao do nimero de chamadas em meia
hora?

Ha interesse no niimero de chamadas ocorridas em um perio-
do continuo (de tempo no caso). Para cada “ensaio” ha apenas dois
resultados possiveis: a chamada ocorre ou nao. Observe que nao ha
um limite para o nimero de chamadas no periodo (sabe-se apenas
que o numero minimo pode ser 0): por esse motivo a utilizacao da
binomial é inviadvel... Contudo h& uma taxa de ocorréncia (A = 0,20
chamadas/minuto) e isso permite utilizar a distribuicao de Poisson.

a) Neste caso o periodo t serd igual a 10 minutos (t = 10 min.),
P(X = 5)?
m=Axt=0,20 x 10 = 2 chamadas

—m k -2 5
P(X = k) =% —p(X=5)=2 ;2 -0,0361

Entdo a probabilidade de que a telefonista receba exata-
mente 5 chamadas em 10 minutos é igual a 0,0361 (3,61%).

b) Neste caso o periodo t sera igual a 12 minutos (t = 12 min.). O
evento de interesse é até 2 chamadas em 12 minutos (X < 2).
m=Axt=0,20 x 12 = 2,4 chamadas

PX<2)=PX=0)+PX=1) + PX =2)

2.4 0

P(X =0) = % —0,0907
2.4 1

P(X =1) = # ~02177
24 2

P(X =2) = % ~ 02613

PX<2) =PX=0)+PX=1) +PX = 2) =
0,0907 + 0,2177 + 0,2613 = 0,5697
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Entdo a probabilidade de que a telefonista receba até 2
chamadas em 12 minutos é igual a 0,5697 (56,97%).

c) Neste caso o periodo t sera igual a 30 minutos (t = 30
minutos). Primeiro calcula-se a variancia:
V(X) =m=Axt=0,2x30 =6 chamadas?
O Desvio Padrao ¢ a raiz quadrada positiva da variancia:

o(X) =+vV(X) =6 = 2,45 entregas.

Hé vérios outros modelos para variaveis aleatérias discretas:
hipergeométrico, geométrico, binomial negativo.

Na proxima secao vamos ver os principais modelos
variaveis aleatérias continuas.

Modelos para Variaveis Aleatorias Continuas

Nesta secao estudaremos os modelos uniforme,
normal, t e qui-quadrado.

Modelo uniforme

Quando o Espaco Amostral associado a um Experimento Alea-
tério ¢é infinito torna-se necesséario o uso de uma Variavel Aleatéria
Continua para associar nimeros reais aos resultados. Os modelos
probabilisticos vistos anteriormente ndo podem ser empregados: a
probabilidade de que uma variavel aleatéria continua assuma exata-
mente um determinado valor é zero.

Para entender melhor a declaracado acima, vamos
relembrar a definicao classica de probabilidade: a |
probabilidade de ocorréncia de um evento sera
igual ao quociente entre o nimero de resultados

Periodo 3
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associados ao evento pelo numero total de resulta—\
dos possiveis. Ora, se o niumero total de resultados
" é infinito, ou tende ao infinito para ser mais exato,
;@ probabilidade de ocorréncia de um valor especi-
fico é igual a zero. Por esse motivo, quando se lida
com Variaveis Aleatérias Continuas calcula-se a
probabilidade de ocorréncia de eventos formados
por intervalos de valores, através de uma funcao
densidade de probabilidades (ver Unidade 6). Uma
outra consequéncia disso é que os simbolos > e >
(< e < também) sao equivalentes para variaveis
\aleatorlas continuas. )

O modelo mais simples para variaveis aleatérias continuas é o
modelo uniforme.

Seja uma variavel aleatéria continua qualquer X que possa
assumir valores entre A e B. Todos os valores entre A e B tém a mesma

probabilidade de ocorrer, resultando no grafico apresentado na Figu-
ra 40:

1/(b-a)

c d

Figura 40: Modelo uniforme.
Fonte: elaborada pelo autor.

Para que a area entre a e b seja igual a 1 o valor da ordenada
precisa ser igual a 1/(b - a), constante, portanto, para todo o interva-
lo. A area escura representa a probabilidade da varidvel X assumir
valores no intervalo ¢ — d. Trata-se do modelo uniforme.

Dois intervalos de valores da variavel aleatéria continua, que
tenham o mesmo tamanho, tém a mesma probabilidade de ocorrer
(desde que dentro da faixa de valores para os quais a funcao de den-
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sidade de probabilidades nao é nula). Formalmente, uma variavel ale-
atéria continua X tem distribuicao uniforme, com parametros a e b
reais (sendo a menor do que b), se sua funcao densidade de probabi-
lidades for tal como a da Figuras 49.

A probabilidade de que a varidvel assuma valores entre c e d
(sendo a < ¢ < d < b), é a area compreendida entre c e d:

Plc<X <d)= (dc) x—
(b-a)
Seu valor esperado e variancia sao:
a+b (b—a)?
E(X) = X)=——.
(X) 5 V(X) 12

Intuitivamente podemos supor que muitas varidveis aleatérias
continuas terdao um comportamento diferente do caso acima: em algu-
mas delas haverd maior probabilidade de ocorréncias de valores pré-
ximos ao limite inferior ou superior: para cada caso devera ser ajusta-
do um modelo probabilistico continuo adequado.

O modelo uniforme é bastante usado para gerar nimeros
pseudo-aleatdrios em processos de amostragem probabilistica.

Agora vamos passar ao modelo mais importante

para variaveis aleatérias continuas.

Modelo normal

Héa casos em que ha maior probabilidade de ocorréncia de
valores situados em intervalos centrais da funcao densidade de pro-
babilidades da variavel aleatéria continua, e essa probabilidade dimi-
nui, a medida que os valores se afastam deste centro (para valores
menores ou maiores) o modelo probabilistico continuo mais adequa-
do seja o modelo Normal ou gaussiano.

Isso é especialmente encontrado em varidveis biométricas, re-
sultantes de medidas corpdreas em seres vivos.

O Modelo Normal é extremamente adequado para medidas
numéricas em geral, descrevendo varios fendmenos, e permitindo fa-
zer aproximacées de modelos discretos. E extremamente importante

Periodo 3
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No ambiente virtual te-
mos um exemplo resol-
vido de modelo unifor-
me, adaptado de
BUSSAB, Wilton O.;
MORETTIN, Pedro A.
Estatistica Baésica.
5. ed. Sao Paulo: Sarai-
va, 2003.

O matematico alemao
Gauss utilizou ampla-
mente este modelo no
tratamento de erros ex-
perimentais, embora
nao tenha sido o seu
“descobridor”.
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E comum a utilizacao
de letras do alfabeto
grego para representar
algumas medidas. Nao
se esqueca que o des-
vio padrao (o) é a raiz
quadrada positiva da
variancia.
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também para a Estatistica Indutiva (mais detalhes na préxima Unida-
de). O gréfico da distribuicao de probabilidades de uma variavel ale-
atéria continua que siga o modelo Normal (distribuicao Normal) sera
como a Figura 41:

v

— a b n = Md oo
Figura 41: Distribui¢do normal.
Fonte: elaborada pelo autor.

Caracteristicas:

A curva apresenta forma de sino, ha maior probabilidade da
variavel assumir valores préximos do centro.

Os valores de média (u) e de mediana (Md) sao iguais, signifi-
cando que a curva é simétrica em relacao a média.

Teoricamente a curva prolonga-se de — « a +« (menos infinito
a mais infinito), entao a area total sob a curva é igual a 1 (100%).

Qualquer distribuicdo normal é perfeitamente especificada por
seus parametros média (W) e variancia (62) = X: N (u, o2) significa
que a variavel X tem distribuicdo normal com média u e variancia 2.

A éarea escura na Figura 41 é a probabilidade de uma variavel
que siga a distribuicao normal assumir valores entre a e b: esta area é
calculada através da integral da funcao normal de a a b.

Cada combinagao (W, 62) resulta em uma distribuicao Normal
diferente, portanto ha uma familia infinita de distribuigoes.

A funcao normal citada acima tem a seguinte (e aterradora...)
férmula para sua funcao densidade de probabilidade:

1 2]
V2x tx 6"

f(x)=

—00 < X <400,
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Saiba que nao existe solucao analitica para uma integral da
expressao acima: qualquer integral precisa ser resolvida usando mé-
todos numéricos de integracao, que sao extremamente trabalhosos
quando implementados manualmente (somente vidveis se usarem
meios computacionais). De Moivre, Laplace e Gauss desenvolveram
seus trabalhos entre a metade do Século XVIII e inicio do Século XIX,
e os computadores comecgaram a se popularizar a partir da década de
60, do Século XX.

Porém todas as distribuigdes normais apresentam algumas ca-
racteristicas em comum, independentemente de seus valores de média
e de variancia:

® 68% dos dados estao situados entre a média menos um
desvio padréao (U — o) e a média mais um desvio padrao
(u + o);

® 95,5% dos dados estao situados entre a média menos dois
desvios padrbes (U — 26) e a média mais dois desvios pa-
droes (W + 20);

® 99.7% dos dados estao situados entre a média menos trés

desvios padroes (U — 36) e a média mais trés desvios pa-
droes (W + 30).

— 0 p—3&pL26H—U h .p;c}JL&;p+30
Figura 42: Percentuais de dados e nimero de desvios padroes.
Fonte: elaborada pelo autor.

Por causa dessas caracteristicas alguém teve a ideia de criar
um modelo normal padrao: uma varidvel Z com distribuicao normal
de média igual a zero e desvio padrao igual a 1 [Z: N(O, 1)]. As proba-
bilidades foram calculadas para essa distribuicao padrao e registradas
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em uma tabela. Através de uma transformacao de varidveis chamada
padronizacao é possivel converter os valores de qualquer distribuicao
Normal em valores da distribuicao Normal padrao e assim obter suas
probabilidades — calcular o nimero de desvios padrdes, a contar da
média a que estd um valor da varidvel, através da seguinte expressao:

z=2"H
(&
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Z — nimero de desvios padroes a partir da média;
x — valor de interesse;
pn — média da distribuicao normal de interesse; e

6 — desvio padrao da distribui¢ao normal.

Z & um valor relativo: serd negativo para valores de x menores
do que a média e positivo para valores de x maiores do que a média.
Pela transformacao uma distribuicdo Normal qualquer X: N (u, 62)
passa a ser equivalente a distribuicao Normal padrao Z: N(0,1), um
valor de interesse x pode ser convertido em um valor z.

As probabilidades de uma varidvel com distribuicdo normal
podem ser representadas por areas sob a curva da distribuicao nor-
mal padrao. No ambiente virtual, apresentamos a Tabela, que relacio-
na valores positivos de z, com &areas sob a cauda superior da curva.
Os valores de z sao apresentados com duas decimais. A primeira de-
cimal fica na coluna da esquerda e a segunda decimal na linha do
topo da tabela. A Figura 43 mostra como podemos usar essa Tabela
para encontrar, por exemplo, a area sob a cauda superior da curva,
além de z = 0,21.

segunda decimal de z

z 0,00 0,01 0,02 0,09
0,0 l '
0,1 04168
0_.2 —_ 04168 (pela
tabela)

(érea na cauda superior)

0 021
Figura 43: Ilustracao do uso da tabela da distribuigdo normal padrao (Tabela
[l do apéndice) para encontrar a area na cauda superior relativa ao valor de
z=0,21.
Fonte: Barbetta, Reis, Bornia (2008).
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No exemplo a seguir, suponha uma variavel aleatéria X com
média 50 e desvio padrao 10. Ha interesse em calcular a probabilida-
de do evento X > 55.

Primeiro, calculamos o valor de Z correspondente a 55. Z = (55
-50)/10 = + 0,5.

Pelas Figuras 44 e 45 podemos ver a correspondéncia entre as
duas distribuicoes:

20 30 40 505560 70 80 X

Figura 44: Distribuicao Normal N(50,102).
Fonte: elaborada pelo autor.

-3 -2 -1 +0,5 +1 +2 +3 z

Figura 45: Distribuigao normal padrao.
Fonte: elaboradas pelo autor.

O evento P (X>55) é equivalente ao evento P (Z> 0,5). Este
valor pode ser obtido na tabela da distribuicao normal padrao (ver
ambiente virtual). Os valores de Z sdo apresentados com dois deci-
mais: o primeiro na coluna da extrema esquerda e o segundo na linha
do topo da tabela. Observe pelas Figuras que estao no alto da tabela
que as probabilidades sao para eventos do tipo do da Figuras acima
[P(Z> z,)]. Assim, poderiamos procurar a probabilidade do evento (Z
> 0,5): fazendo o cruzamento do valor 0,5 (na coluna) com o valor
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0,00 (na linha do topo) encontramos o valor 0,3085 (30,85%). Por-
tanto, P(X>55) é igual a 0,3085. Observe a coeréncia entre o valor
encontrado e as areas na Figuras: a area é menor do que a metade da
Figuras (metade da Figuras significaria 50%), e a probabilidade en-
contrada vale 30,85%.

Neste exemplo, supondo a mesma variavel aleatéria X com
média 50 e desvio padrao 10. Agora ha interesse em calcular a proba-
bilidade de que X seja menor do que 40.

Primeiro precisamos calcular o valor de Z correspondente a 40.
Z = (40 - 50)/ 10 = -1,00.

Pelas Figuras 46 e 47 podemos ver a correspondéncia entre as
duas distribuigoes:

20 30 40 50 60 70 80 X

Figura 46: Distribuicao Normal N(50,102).
Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 47: Distribuicao normal padréao.

Fonte: elaborada pelo autor.

O evento P (X<40) é equivalente ao evento P (Z < -1,00).
Repare, porém, que queremos encontrar P (Z < -1,00), e a tabela nos
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apresenta valores apenas para P (Z > 1,00). Contudo, se rebatermos
a Figura da distribuicao normal para a direita teremos o seguinte re-
sultado (Figura 48):

v

3 2 1 0 +1 +2 +3 2
Figura 48: Distribuicao normal padrao.
Fonte: elaborada pelo autor.

Ou seja, a area P(Z < -1) = P(Z > 1). Essa probabilidade nés
podemos encontrar diretamente pela tabela, fazendo o cruzamento do
valor 1,0 (na coluna) com o valor 0,00 (na linha do topo) encontra-

mos o valor 0,1587 (15,87%). Portanto,
P(X<40) = P(Z<-1) = P(Z>1), que é igual a 0,1587.

No exemplo anterior, supondo a mesma variavel aleatéria X
com média 50 e desvio padrdo 10. Agora héa interesse em calcular a
probabilidade de que X seja maior do que 35.

Primeiro precisamos calcular o valor de Z correspondente a 35.
Z = (35 -50)/ 10 = -1,50.

Pelas Figuras 49 e 50 podemos ver a correspondéncia entre as
duas distribuicoes:

2030 3540 50 60 70 80 X
Figura 49: Distribuicao Normal N(50,102).
Fonte: elaborada pelo autor.
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3 2

_1‘5-1 0 +1 +2 +3 7

Figura 50: Distribuigdo normal padrao.
Fonte: elaborada pelo autor.

Nao podemos obter a probabilidade P(Z>-1,50) diretamente,
pois a tabela do Ambiente Virtual apresenta apenas resultados para
valores positivos de Z. Sabemos que a probabilidade total vale 1,0,
podemos entdao considerar que P(Z > -1,50) = 1 - P(Z < -1,50).
Usando o raciocinio descrito no Exemplo 8 (rebatendo as Figurass
para a direita), vamos obter: P(Z<-1,50) = P(Z>1,50). Esta ultima
probabilidade pode ser facilmente encontrada na tabela da distribui-
¢ao normal padrao: P(2>1,50) = P(Z<-1,50) = 0,0668. Basta subs-
tituir na expressao: P(Z > -1,50) = 1 -P(Z < -1,50) = 1 - 0,0668 =
0,9332 (93,32%). Observe novamente a coeréncia entre as areas da
Figuras acima e o valor da probabilidade: a area na Figuras compre-
ende mais do que 50% da probabilidade total, aproximando-se do
extremo inferior da distribuicéo, perto de 100%, e a probabilidade
encontrada realmente é préxima de 100%.

No exemplo a seguir, supondo a mesma variavel aleatéria X
com média 50 e desvio padrao 10. Agora héa interesse em calcular a
probabilidade de que X assuma valores entre 48 e 56.

Calcular P (48 < X < 56), veja a Figura 51:

v

20 30 40 4850 56 70 80 X

Figura 51: Distribui¢do normal N(50, 10?).
Fonte: elaborada pelo autor.
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Novamente precisamos calcular os valores de Z corresponden-
tes a 48 e a 56.

Z, =(48-50)/10=-0,20 Z,= (56 -50)/ 10 = 0,60

Entdo: P (48 < X < 56) = P (-0,20<Z<0,60)
Repare que a area entre 48 e 56 ¢ igual a area de 48 até +
MENOS a érea de 56 até +:

P(48 < X < 56) = P(X > 48) - P(X > 56)= P(-0,20< Z <0,60) =
P(Z > -0,20) - P(Z > 0,60)

E os valores acima podem ser obtidos na tabela da distribuicao
normal padrao:

P(Z > 0,60) = 0,2743

P(z > -0,20) = 1- P(Z > 0,20) = 1- 0,4207 = 0,5793

P(48 < X < 56)= P(-0,20< Z <0,60) = P(Z > -0,20) - P(Z > 0,60)
= 0,5793 - 0,2743 = 0,3050

Entdo a probabilidade da variavel X assumir valores entre 48 e
56 ¢ igual a 0,305 (30,5%).

A distribuicdo Normal também pode ser utilizada para encon-
trar valores da variavel de interesse correspondentes a uma probabili-
dade fixada.

No exemplo a seguir, supondo a mesma variavel aleatéria X
com média 50 e desvio padrdo 10. Encontre os valores de X, situados
a mesma distancia abaixo e acima da média, que contém 95% dos
valores da variavel.

Como a distribuicdo Normal é simétrica em relacao a média, e
como neste problema os valores de interesse estao situados a mesma
distancia da média “sobram” 5% dos valores, 2,5% na cauda inferior
e 2,5% na superior, como na Figura 52:

Figura 52: Distribuicdo normal N(50, 102).
Fonte: elaborada pelo autor.
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E preciso encontrar os valores de Z (na tabela da distribuicao
Normal padrao) correspondentes as probabilidades da Figuras aci-
ma, e a partir dai obter os valores de x, e x,. Passando para a distri-
buicao Normal padrao x, correspondera a um valor z,, e X, a um
valor z,, como na Figura 53:

21‘ —z2 I z2 l z
Figura 53: Distribuigdo normal padréao.
Fonte: elaborada pelo autor.

Repare que a média da distribuicao Normal padréao é igual a
zero, fazendo com que z, e z, sejam iguais em médulo. Podemos en-
contrar z,, ja que P(Z > z,) = 0,025.

E necesséario encontrar o valor da probabilidade na tabela da
distribuicao Normal padrao (ou o valor mais préximo) e obter o valor
de Z associado.

Para o caso de z,, ao procurar pela probabilidade 0,025 en-

27
contramos o valor exato 0,025, e por conseguinte o valor de z, que é

igual a 1,96: P (Z > 1,96) = 0,025.

Como z, = -z, encontramos facilmente o valor de z,: z, = -1,96.
P(Z < -1,96) = 0,025.

Observe que os valores sao iguais em médulo, mas
corresponderao a valores diferentes da variavel X. A expressao usada
para obter o valor de Z, em funcao do valor da variavel X, pode ser
usada para o inverso:

= X=U+2ZXx0,
c

E assim obteremos os valores de x, e x,, Observe se o resultado
obtido faz sentido que correspondem a z, e z,, respectivamente:

X, = b + (zx 6 = 50 + [(-1,96) x 10] = 30,4
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X, = L + (z,x 6 = 50 + (1,96 x 10) = 69,6

Observe que os resultados obtidos sdo coerentes: 30,4 esta
abaixo da média (1,96 desvios padroes) e 69,6 acima (também 1,96
desvios padrées). O intervalo definido por esses dois valores compre-
ende 95% dos resultados da varidvel X.

Todo esse trabalho poderia ter sido poupado se houvesse um
programa computacional que fizesse esses calculos. Ha vérios softwares
disponiveis no mercado, alguns deles de dominio publico, que calcu-
lam as probabilidades associadas a determinados eventos, como tam-
bém os valores associados a determinadas probabilidades.

Uma das caracteristicas mais importantes do modelo normal é
a sua capacidade de aproximar outros modelos, permitindo muitas
vezes simplificar os célculos de probabilidade. Na proxima secao va-
mos ver como o modelo normal pode ser usado para aproximar o

Jbinomial.

Modelo normal como aproximacao do
binomial

O modelo Binomial (discreto) pode ser aproximado pelo mo-
delo Normal (continuo) se certas condigoes forem satisfeitas:

® guando o valor de n (nimero de ensaios) for tal que os
célculos binomiais trabalhosos demais.

® quando o produto n X p (o valor esperado do modelo
Binomial) e o produto n X (1 - p) forem ambos maiores
ou iguais a 5.

Se isso ocorrer, uma binomial, de parametros n e p, pode ser
aproximada por uma normal com:

® média=p=nXp (valor esperado do modelo

Binomial); e

® variancia = 62 =n X p X (1-p) (variancia do mo-

delo Binomial).

Usando o modelo Normal (continuo) para aproximar o Binomial
(discreto) é necessario fazer uma correcao de continuidade: associar
um intervalo ao valor discreto, para que o valor da probabilidade cal-
culada pelo modelo continuo seja mensuravel. Esse intervalo deve ser
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Modelo binomial — mo-
delo probabilistico para va-
ridveis aleatdrias discretas
que descreve o numero de
SuCessos em n experimen-
tos independentes (sendo n
finito e conhecido), sendo
que 0s experimentos podem
ter apenas dois resultados
possiveis, e a probabilida-
de de sucesso permanece
constante durante os n ex-
perimentos. Fonte:
Barbetta, Reis e Bornia
(2008); Lopes (1999).

Para os que pensam que
0 advento dos computa-
dores eliminou este pro-
blema um alerta: em al-
guns casos 0s nimeros
envolvidos sao tao gran-
des que sobrepujam
suas capacidades.
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centrado no valor discreto, e deve ter uma amplitude igual a diferenca
entre dois valores consecutivos da variavel discreta: se por exemplo a
diferenca for igual a 1 (a varidvel somente pode assumir valores intei-
ros) o intervalo deve ter amplitude igual a 1, 0,5 abaixo do valor e 0,5
acima. Esta correcao de continuidade precisa ser feita para
garantir a coeréncia da aproximacao.
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Seja uma variavel aleatéria X com distribuicao Binomial.

1) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir um
valor k genérico, P(X = k), ao fazer a aproximacao pela
Normal sera: P(k - 0,5 < X <k + 0,5).

Binomial: P(X = k) Normal: P(k-0,5 < X < k + 0,5)
k k-05 k k+05

Figura 54: Correcao de continuidade da aproximacao do modelo Binomial
pelo Normal - 1° caso.
Fonte: elaborada pelo autor.

2) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir va-
lores menores ou iguais a um valor k genérico, P(X <k), ao
fazer a aproximacao pela Normal sera: P(X < k + 0,5),
todo o intervalo referente a k seré incluido.

Binomial: P(X < k) Normal: P(X < k + 0,5)

k k-05 k k+ 0,5

Figura 55: Correcao de continuidade da aproximacao do modelo Binomial
pelo Normal — 2° caso.
Fonte: elaborada pelo autor.

3) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir va-
lores maiores ou iguais a um valor k genérico, P(X > k), ao
fazer a aproximacao pela Normal sera: P(X > k - 0,5),
todo o intervalo referente a k seré incluido.

-ZQO Curso de Graduagdo em Administracdo, modalidade a distancia



Binomial: P(X > k) Normal: P(X > k- 0,5)

k-05 k k+ 05

Figura 56: Correcao de continuidade da aproximacao do modelo Binomial
pelo Normal - 3° caso.
Fonte: elaborada pelo autor.

4) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir va-
lores menores do que um valor k genérico, P(X < k), ao
fazer a aproximacao pela Normal sera: P(X < k - 0,5),
todo o intervalo referente a k sera excluido.

Binomial: P(X < k) Normal: P(X < k-10,5)

k k-05 k k+ 0,5

Figura 57: Correcao de continuidade da aproximacao do modelo Binomial
pelo Normal — 4° caso.
Fonte: elaborada pelo autor.

5) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir va-
lores maiores do que um valor k genérico, P(X > k), ao
fazer a aproximacao pela Normal sera: P(X > k + 0,5),
todo o intervalo referente a k sera excluido.

Binomial: P(X > k) Normal: P(X > k + 0,5)

k k+1 k-05 k k+ 05

Figura 58: Correcao de continuidade da aproximacao do modelo Binomial
pelo Normal — 5° caso.
Fonte: elaborada pelo autor.

Um municipio tem 40.000 eleitores. Para uma pesquisa de opi-
nido eleitoral uma amostra aleatéria de 1.500 pessoas foi seleciona-
da. Vamos ver nesse décimo segundo exemplo, qual é a probabilidade
de que pelo menos 500 dos eleitores sejam menores de 25 anos se
35% dos 40.000 sao menores do que 25 anos?
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Esse problema poderia ser resolvido usando o modelo Binomial.
Hé apenas dois resultados possiveis para cada eleitor: menor de 25
anos (“sucesso”) e maior ou igual a 25 anos (“fracasso”). Existe um
limite superior de realizaces, no caso os 1500 eleitores da amostra, e
ha independéncia entre as retiradas, pois a amostra foi retirada de
forma aleatéria (e a amostra representa menos de 5% dos 40000 elei-
tores).

Entédo: “sucesso” = menor de 25 anos

p =035 1-p=0,65 n= 1500

A variavel aleatéria discreta X, nimero de eleitores menores de
25 anos em 1500, tera distribuicao binomial com parametros n = 1500
ep = 0,35.

O evento “pelo menos 500 menores de 25 anos” seria definido
como 500 ou mais eleitores:

P (X 500) = P(X = 500) + P(X = 501) + ..... + P(X = 1500)

Ha cerca de 1000 expressdes binomiais.

Vamos ver se é possivel aproximar pelo modelo Normal.

O valor de n é grande: n X p = 1500 x 0,35 = 525 > 5 e
n X (1 -p)=1500 x 0,65 =975 > 5.

Como as condigoes foram satisfeitas é possivel aproximar por
um modelo Normal:

média=pu =n X p = 1500 x 0,35 = 525.

desvio padrao = 6 = ynxpx(1-p) =+/1.500x0,35x0,65 = 18,47

Pelo modelo Binomial: P (X > 500). Pelo modelo Normal seréa:
P (X >499,5).

P(X>2499,5) =P(Z > z)z
P(Z > -1,38) = 1-P(Z >1,38)

Procurando na tabela da distribuicao Normal padrao: P (Z > 1,38)
= 0,0838.

Entao: P (X > 500) = P(X >499,5) =P (Z > -1,38) =1 -
P(Z >1,38) = 1-0,0838 = 0,9162.

A probabilidade de que pelo menos 500 dos eleitores da amos-
tra sejam menores de 25 anos é igual a 0,9162 (91,62%).

= (499,5 - 525)/18,47 = -1,38

1
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Nas préximas duas secOes vamos ver modelos
probabilisticos derivados do modelo normal, usados
predominantemente em processos de inferéncia es-

so trabalho quando chegarmos as Unidades 9 e 10.

Modelo (distribuicdo) t de Student

Havia um matematico inglés, William Gosset, que trabalhava
para a cervejaria Guiness, em Dublin, Irlanda, no inicio do Século
XX. Ele atuava no controle da qualidade do cultivo de ingredientes
para a fabricagao de cerveja.

Nesta época alguns estatisticos usavam a distribuicao normal
no estabelecimento de intervalos de confianca para a média a partir
de pequenas amostras (veremos isso na Unidade 8). Eles calculavam
média aritmética simples e variancia da amostra e generalizavam os
resultados através do modelo normal, como fizemos no Exemplo 11.

Gosset descobriu que o modelo normal nao funcionava direito
para pequenas amostras, e desenvolveu um novo modelo probabilistico,
derivado do normal, introduzindo uma correcao para levar em conta
justamente o tamanho de amostra. Ele aplicou suas descobertas em
seu trabalho, e quis publica-las, mas a Guiness apenas permitiu apés
ele adotar o pseudénimo “Student”. Por isso, o seu modelo é conheci-
do como t de Student para n — 1 graus de liberdade.

O valor n - 1 (tamanho da amostra menos 1) é chamado de
nimero de graus de liberdade da estatistica. Quando a variancia
amostral é calculada supde-se que a média ja seja conhecida, assim
apenas um determinado nimero de elementos da amostra podera ter
seus valores variando livremente, este nimero seréa igual an - 1, por-
que um dos valores ndo podera variar livremente, pois tera que ter um
valor tal que a média permaneca a mesma calculada anteriormente.
Assim, a estatistica terd n — 1 graus de liberdade.

Trata-se de uma distribuicao de probabilidades que apresenta
média igual a zero (como a normal padrao), é simétrica em relacao a
média, mas apresenta uma variancia igual a n/(n — 2), ou seja, seus
valores dependem do tamanho da amostra, apresentando maior
variancia para menores valores de amostra. Quanto maior o tamanho
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Esta é a correcao propri-
amente dita, pois ao
usar pequenas amostras
0 risco de que a
variancia amostral da
variavel seja diferente da
variancia populacional é
maior, podendo levar a
intervalos de confianca
que nao correspondem a
realidade. A nao utiliza-
cao desta correcao foi a
fonte de muitos erros no
passado, e, infelizmen-
te, de ainda alguns er-
ros no presente.
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que 30,
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que a
variancia
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da amostra mais a variadncia de t aproxima-se de 1,00 (variancia da
normal padrdo). A distribuicao t de Student estd na Figura 59 para
véarios graus de liberdade:

t com gl = = (normal padrao)

tcomgl =3
tcomgl =1
0 X

Figura 59: Distribuicao t de Student para vérios graus de liberdade.
Fonte: Barbeta, Reis, Bornia (2008).

Observe que tal como a distribuicao normal padrao a distribui-
cao t de Student é simétrica em relacao a média (que é igual a zero).

A tabela da distribuicao t de Student encontra-se no ambiente
virtual, para varios graus de liberdade e valores de probabilidade.
Vamos ver um exemplo.

Neste décimo terceiro exemplo imagine a situacao do Exemplo
12, obter os valores de t simétricos em relagao a média que contém
95% dos dados, supondo uma amostra de 10 elementos.

Temos que encontrar os valores t, e t,, simétricos em relacéo a
média que definem o intervalo que contém 95% dos dados. Como
supomos uma amostra de 10 elementos a distribuicao t de Student
terd 10 — 1 = 9 graus de liberdade. Repare que a média da distribui-
cao t de Student é igual a zero, fazendo com que t, e t, sejam iguais
em moédulo. Podemos encontrar t,, ja que P(t > t,) = 0,025. Veja a
Figura 60:

Distribuicao t com gl = 9 Area na cauda superior
e OPERY
91 5 2982

t.% = 2,262

Figura 60: Uso da tabela da distribuicdo t de Student. Ilustracdo com gl = 9
e area na cauda superior de 2,5%.
Fonte: Barbeta, Reis, Bornia (2008).
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Vamos utilizar bastante a distribuicao t de Student nas Unida-
des 9 e 10.

Modelo quiquadrado

Trata-se de mais um modelo derivado da distribuicdo normal,
embora nao vamos discutir como se da essa derivacao aqui.

Na Unidade 3 estudamos como descrever os relacionamentos
entre duas variadveis qualitativas, geralmente expresso através de uma
tabela de contingéncias. No Exemplo 5 da Unidade 3 analisamos o
relacionamento entre modelo e opinido geral sobre os veiculos da
Toyord. Haviamos concluido que havia relacionamento, pois os mo-
delos mais baratos apresentavam maiores percentuais de insatisfeitos
do que os mais caros.

Na Unidade 10 vamos aprender a calcular uma
estatistica que relacionara as frequéncias observa-
das de cada cruzamento entre os valores de duas
variaveis qualitativas, expressas em uma tabela de
contingéncias, com as frequiéncias esperadas des-
ses mesmos cruzamentos, se as duas variaveis nao
tivessem qualquer relacionamento entre si. Essa
estatistica € chamada de quiquadrado, y?, e caso
a hipétese de que as variaveis nao se relacionem
ela seguira o modelo quiquadrado com um certo
nimero de graus de liberdade.

O nUmero de graus de liberdade dependera das condigoes da
tabela: para o caso que serd visto na Unidade 10 serd o produto do
nuimero de linhas da tabela — 1 pelo nimero de colunas da tabela — 1.
E uma distribuicao assimétrica, sempre positiva, que tem valores dife-
rentes dependendo do seu nimero de graus de liberdade. Sua média é
igual ao nimero de graus de liberdade, e a variancia é igual a duas
vezes o numero de graus de liberdade.
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Figura 61: Modelo quiquadrado com 2, 5, 10, 20 e 30 graus de liberdade.
Fonte: adaptada pelo autor de Stagraphics®.

A Figura 61 mostra as curvas do modelo (distribuicao)
quiquadrado para 2, 5, 10, 20 e 30 graus de liberdade. Observe como
variam de forma dependendo do nimero de graus de liberdade da
estatistica.

A tabela da distribuicao quiquadrado encontra-se no Ambien-
te Virtual de Ensino-Aprendizagem, para varios graus de liberdade e
valores de probabilidade. Vamos ver um exemplo.

Neste décimo quarto exemplo imagine que queremos encon-
trar o valor da estatistica quiquadrado, para 3 graus de liberdade,
deixando uma éarea na cauda superior de 5%.

O valor da estatistica quiquadrado que define uma area na
cauda superior de 5% pode ser encontrado através da Tabela, cruzan-
do a linha de 3 graus de liberdade com a coluna de area na cauda
superior igual a 0,05. Veja a Figura a seguir:
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Area na cauda superior 7
2 0,05 ...
0,05 1 g
3 |, 7815 =
%A1 7815 |

Figura 62: Uso da tabela da distribuicdo quiquadrado. llustracado com gl = 3
e area na cauda superior de 5%.

Fonte: adaptado pelo autor de Barbeta, Reis, Bornia (2008).

Com este topico terminamos a Unidade 7. Na Uni-
dade 8 vocé vera o importante conceito de distri-
buicao amostral, que é indispenséavel para o pro-
cesso de generalizacao (inferéncia) estatistica que
sera estudado nas Unidades 9 e 10.

Sdalba mais,..

Sobre modelos probabilisticos para varidveis aleatérias discretas:
BARBETTA, Pedro A. Estatistica Aplicada as Ciéncias Sociais. 7. ed.
Florianépolis: Ed. da UFSC, 2007, Capitulo 7; BARBETTA, Pedro A. REIS,
Marcelo M., BORNIA, Antonio C. Estatistica para Cursos de Engenharia e
Informadtica. 22 ed. Sao Paulo: Atlas, 2008, capitulo 5; STEVENSON,
Willian J. Estatistica Aplicada a Administracdo. Sao Paulo: Harbra, 2001,
Capitulo 4.

Sobre modelos probabilisticos para varidveis aleatérias continuas:
BARBETTA, Pedro A. Estatistica Aplicada as Ciéncias Sociais. 7. ed.
Florianépolis: Ed. da UFSC, 2007, Capitulo 8; BARBETTA, Pedro A.; REIS,
Marcelo M.; BORNIA, Antonio C. Estatistica para Cursos de Engenharia e
Informadtica. 2. Ed. Sdo Paulo: Atlas, 2008, Capitulo 6; STEVENSON,
Willian J. Estatistica Aplicada a Administracdo. Sao Paulo: Harbra, 2001,
Capitulo 5.

Sobre a utilizacdo do Microsoft Excel® para célculo de probabilidades para
os principais modelos probabilisticos veja: LEVINE, David M.; STEPHAN,
David; KREHBIEL, Timothy C.; BERENSON, Mark L. Estatistica: Teoria e
Aplicacoes - Usando Microsoft Excel em Portugués. 5. ed. Rio de Janeiro:

LTC, 200, Capitulos 4 e 5.
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RESUMINA0

O resumo desta Unidade esta mostrado na Figura 63:
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Figura 63: Resumo da Unidade 7.
Fonte: elaborado pelo autor.

198 Curso de Graduagdo em Administracdo, modalidade a distancia



Caro estudante,

Chegamos ao final da Unidade 7 do nosso livro.
Nela estudamos os modelos probabilisticos mais
comuns. Essa Unidade foi repleta de Figuras, Qua-
dros, representacoes e exemplos de utilizagcdo das
técnicas e das diferentes formas de utilizagcao des-
tes modelos. Releia, caso necessario, todos os
exemplos, leia as indicacdes do Saiba mais e dis-
cuta com seus colegas. Responda a atividade de
aprendizagem e visite o Ambiente Virtual de Ensi-
no-Aprendizagem. Conte sempre com o acompa-
nhamento da tutoria e das explicagoes do profes-
sor. Otimos estudos!

Unipape ~J

Atividades de aprendizagem

1) Em um determinado processo de fabricagdo 10% das pegas sao de-
feituosas. As pecas sao acondicionadas em caixas com 5 unidades
cada uma. As caixas s serao aceitas se apresentarem no maximo
uma peca defeituosa. Pergunta-se:

a) Qual é o modelo tedrico mais adequado para este caso? Por qué?

b) Qual € a probabilidade de haver exatamente 3 pecas defei-
tuosas em uma caixa?

¢) Qual é a probabilidade de uma caixa ser aceita?

d) Qual é a probabilidade de que em um lote de 10 caixas
pelo menos 8 sejam aceitas?

2) Uma comissao responsavel pelo recebimento de equipamentos em
uma empresa faz testes em equipamentos selecionados aleatoriamente
dentre os que chegam. Para avaliar uma determinada marca de trans-
formadores de pequeno porte, a comissao selecionou aleatoriamente
18 dentre os que chegaram e classificara a marca como satisfatoria
se nao existir nenhum defeituoso nesta amostra. Sabe-se que a pro-
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ducao destes equipamentos apresenta um percentual de 6% de de-
feituosos.

a) Qual é a probabilidade de que a marca venha a ser consi-
derada satisfatoria?

b) Qual é a probabilidade de que no maximo uma amostra, de
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um grupo de 8 amostras destes transformadores (cada
amostra com 18 transformadores) seja considerada

satisfatoria?

3) Uma operadora de pedagios esta preocupada com o dimensionamento
de uma de suas pragas. Muitos motoristas estao reclamando das fi-
las, pois ha apenas duas géndolas operando todo o tempo. Estudos
mostraram que em média 4 carros chegam na praca de pedagio a
cada 15 minutos.

a) Qual é a probabilidade de que mais de 2 carros cheguem a
praca em 30 minutos?

b) Qual é a probabilidade de que cheguem até 2 carros em
um periodo de uma hora?

c) Vocé recomenda que a empresa aumente o numero de
gondolas? Por qué?

4) Sabe-se que a precipitacdo anual de chuva em certa localidade, cuja
altura € medida em cm, é uma variavel aleatéria normalmente distri-
buida com altura média igual a 29,5 cm e desvio padrao de 2,5 cm
de chuva.

a) Qual é altura de chuva ultrapassada em cerca de 5% das
medicoes?

b) Se em mais de 45% das vezes a altura de chuva ultrapas-
sar 32 cm torna-se viavel a instalacao de um sistema para
coleta e armazenamento de 4gua da chuva (como comple-
mento & atual malha de abastecimento). E viavel instalar o
sistema na localidade?
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5) O tempo de vida de um determinado componente eletrdnico distri-
bui-se normalmente com média de 250 horas e variancia de 49 ho-
ras. Vocé adquire um destes componentes.

a) Qual € a probabilidade de que seu tempo de vida ultrapas-
se as 260 horas?

b) Qual deveria ser o prazo de garantia para estes componen-
tes para que o servico de reposicao atendesse a somente
5% dos componentes adquiridos?

6) Imagine que a UFSC tivesse antecipado os resultados abaixo, refe-
rentes aos candidatos nao eliminados, antes de divulgar a relagao
com as notas de todos os candidatos.

PonTtuacAo FINAL VEsTIBULAR UFSC - 2002
Economia Administragdo
Média 50,92 55,11
Desvio padréao 9,09 8,22
vagas/Candidatos 0,370 0,412

Admitindo que as notas sao normalmente distribuidas:

a) O que vocé responderia para um candidato a Economia
que estimasse ter conseguido 50 pontos? Na sua opinidao
ele conseguiria se classificar? E se ele estimasse ter conse-
guido 60 pontos?

b) O que vocé responderia para candidatos aos cursos de Eco-
nomia e Administracdo que estimassem ter conseguido,
respectivamente, 55 e 58 pontos?

c) Imagine que vocé tenha que responder a dezenas de
vestibulandos; para poupar trabalho, estime a nota mini-
ma para classificacdo em cada curso.
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